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Schuljahr 2025/26
Angewandte Mathematik

Die Mathematik der Farben

Wir beschiftigen uns 3 Wochen lang mit der Mathematik der Farben, insbesondere der
Geometrie der Farben.
Es gibt viele verschiedene Antworten auf diese Frage.

1 Was ist eigentlich Farbe?

Uberlegt zunichst selbst: Was ist Farbe? Wie lasst sich Farbe definieren?

Psychologie/
Neurologie

Biologie

Figure 1: Farbe ist ein Zusammenspiel aus physikalischen, biologischen und psychologischen
Effekten und Eigenschaften

1.1 Exkurs: Physik
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elektromagnetischen Spektrums.
Licht unterschiedlicher Wellenldngen wird als unterschiedliche Farbe wahrgenommen.
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Frage: Wo befinden sich Pink oder Magenta auf diesem Spektrum?

Sie sind nicht enthalten. Um zu verstehen, warum das so ist, miissen wir uns die Biologie des
Auges anschauen.

1.2 Exkurs: Biologie

Auf der Netzhaut des Auges befinden sich verschiedene Sehzellen: die Stdbchen und die
Zapfen. Die Stdbchen konnen nur Hell/Dunkel wahrnehmen. Die Zapfen sind fiir die
Farbsicht zustandig.

Metzhaut
Sehnerv

—

Stdbchen Zapfen
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Die meisten Menschen haben 3 Arten von Zapfen: S, M, L, die jeweils empfindlich fiir kurze
Wellenldngen (S wie short), mittlere Wellenldngen (M wie middle) und langere Wellenldngen
(L wie long) sind. Hier sehen wir die normierte (das heifst, bei allen ist das Maximum 1)
Empfindlichkeit der Zapfen abhingig von der Wellenldnge:

N\

200 450 500 550 600 650 700
Wavelength (nm)

Normalized cone response (linear energy)

Die Zapfen senden nun unterschiedlich starke Signale an das Gehirn, abhdngig davon, wie
stark sie angesprochen werden. Das Gehirn interpretiert diese Signale dann als Farbe.

2 Mathematik und Farbe

Was hat nun Farbe mit Mathematik zu tun? Einige Aspekte sind:

¢ Farben konnen addiert und subtrahiert werden.
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e Wir kdnnen Absté‘mde zwischen Farben definieren und Farben danach ordnen.

¢ Wir kénnen versuchen, mathematisch zu bestimmen, was alle moéglichen Farben sind.
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2.1 Exkurs — Vektorraume

Viele dieser Dinge konnen wir mit Werkzeugen der Algebra, insbesondere mit Vektorrdumen,
tun. In einem Vektorraum sammeln wir verschiedene Werte/Daten als Punkte in einem
mehrdimensionalen Raum.

Definition 1 (Vektorraum R™) Seien R die reellen Zahlen (oder ein anderer Kérper) und n eine
natiirliche Zahl, so ist das n-fache kartesische Produkt

R™ ={(vi,...,vn) | V1i,...,vn € R},

also die Menge aller n-Tupel mit Eintrigen in R, ein Vektorraum. Wir addieren komponentenweise:
Fiiru = (uj,up,...,un), v=(v1,v2,...,vn) € R™, x € Rist

u+v=(u,uy...,un)+ v, va,...,vn) = (W + v, U2 +v2,..., Un +Vn).
Ebenso multiplizieren wir mit einer Zahl (einem Skalar) ¢ € R:
c-v=c-(vi,v2,...,vn) = (cv1, CV2,...,CVn).

Fiir n = 2 oder n = 3 stellen wir die Vektoren hadufig als Punkte in einem Koordinatensystem
dar:

vV +w=(4,3)
o
v=(1,2)
(]

w= (3,1)
o

Aufgabe1 Sein=2und u=(1,5),v=(2,3) und w = (4,2).

3
Berechneu +v, 2 -v, EW' E(u +w) und ZW + Zv. Kannst du die letzten beiden Aufgaben

geometrisch interpretieren?

2.2 Exkurs — Kurven

Eine Abbildung eines Intervalls (denke Linie) in einen Vektorraum nennen wir Kurve. Formal
bedeutet das:

Definition 2 Sei I C R ein Intervall. Eine Kurve ist eine (stetige) Abbildung

vIoRM tH (xq ..., X))
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Figure 2: Der Graph der Kurve [0,5] — R?, t > (cos(3t), sin(2t))

Beispiele:
v:[0,21] - R?, t> (cost,sint)

beschreibt einen Einheitskreis im R2.
Aufgabe 2 Zeichne die Kurven
v:[0,2] > R, ts(t,t?)

und
v:[-1,1] = R?, te (t31)

2.3 Exkurs — konvexe Hiille

Die konvexe Hiille H einer Menge M ist die kleinste konvexe Menge, die M enthdlt.
H enthdlt alle Verbindungslinien in M.

Aufgabe 3 Bestimme die konvexe Hiille von
1. M={(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1)}
2. M={(xy) | ¥ +y*=1}

3 Farbriume

Wir schauen uns in Geogebra ein Model der Zapfenreaktion auf Licht unterschiedlicher
Wellenldngen an: https://www.geogebra.org/m/qj8bsdmc.

Die Reaktion der drei verschiedenen Zapfen stellen wir in einem dreidimensionalen Vek-
torraum dar. Dabei bestimmt jeder Zapfentyp eine Achse. Wir nennen dies den LMS-
Raum. Einfarbigem Licht einer Wellenldnge von 521 nm ergibt in unserem Modell z.B.
v =1(0.002,0.893,0.619)

S H ﬁ ¥ % Europa-Universita’t

Flensburg

i/ £ UNIVERSITAT ZU LUBECK
Schleswig-Holstein d
Ministerium fir Bildung,
Wissenschaft und Kultur

3
Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel °:,,mﬂ“°


https://www.geogebra.org/m/qj8bsdmc

£ SH
MATHE 4

a=521

$=0.002 M=0.893 L=0.619
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Tun wir dies fiir alle Wellenldngen des sichtbaren Lichts, bekommen wir eine Kurve im LMS-
Raum. Dies konnt ihr selbst in Geogebra austesten: https://www.geogebra.org/m/gn3fdxxg
Eine etwas tibersichtlichere Version in zwei Dimensionen gibt es hier: https://www.geogebra.
org/m/cbxmnayd. Dies entspricht einer Modellierung des Sehens einer Person mit Rot-Griin-
Farbenblindheit.

3.1 Mischung von Farben

Licht besteht normalerweise nicht nur aus einer Wellenldnge. Was passiert, wenn es
verschiedene Wellenldngen gibt? Wir sprechen von einem Farb-Spektrum.

Mischungen von Farben modellieren wir als Zwischenwerte in unserem Vektorraum. Mischen
wir z.B. griines Licht, reprasentiert durch einen Vektor v und blaues Licht, reprasentiert durch
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w zu gleichen Anteilen, so wird die Mischung durch

2" 72
reprasentiert.
Die Menge aller durch Mischung méglichen Farben ist dann die konvexe Hiille unserer
Farbkurve:

Losungen
; _ _ 1= 1 _(27 1oi3,-(2 1
Losung1 u+v=(3,8),2-v=(406), 2w—(2,1),2(u+w)— > und 4w+4v—(2, 4).

Die letzten beiden Ergebnisse sind Zwischenwerte, die auf der Verbindungslinie zwischen
den Vektoren liegen.

Losung 2
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Losung3 1. M ={((1,1),(1,-1),(~1,1),(=1,-1))}, Hist das Quadrat H = [-1,1]?
2. M = {(x,y) | x* +y% = 1}, H ist die Einheitskreisscheibe H = {(x,y) | x*> + y? < 1}
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